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Prop.C13. Σ：p× p　正則とする。
　X 　 ∼ 　 Np(µ,Σ)

　⇐⇒　X は p.d.f.　 (2π)−
p
2 |Σ|− 1

2 exp{− 1
2 (x− µ)′Σ−1(x− µ)} を持つ。

i· ·· (=⇒) X = µ+AZ

Z の p.d.f.　 ϕ(z) = (2π)−
p
2 exp(−1

2z
′z)

このとき、X の p.d.f. は

　 f(x) = ϕ(z(x))|J |, 　　 J = det(
∂z
∂x

)

さて、x = µ+Az より
　 z = A−1(x− µ)
　 z′z = (x− µ)′(A−1)′A−1(x− µ) = (x− µ)′Σ−1(x− µ)

　 J = det(A−1) =
1

|A|
　 |Σ| = |AA′| = |A|2 よって、f(x) = (2π)−

p
2 |Σ|− 1

2 exp{− 1
2 (x− µ)′Σ−1(x− µ)}

(⇐=)　 Z = Σ− 1
2 (X − µ)　とおくと

　 (x− µ)′Σ−1(x− µ) = z′z, 　 J = det(
∂x
∂z

) = ±|Σ| 12 ゆえ、|J | = |Σ| 12 .
よって、Z の p.d.f. は、f(x(z))|J | = (2π)−

p
2 exp(−1

2z
′z)

　 · ·· 　 Z ∼ Np(0, Ip)

　 · ·· 　X = µ+Σ
1
2Z ∼ Np(µ,Σ)
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Prop.C14.（正規分布の１次変換）
X ∼ Np(µ,Σ)
Y = a+BX 　 a : q × 1,　 B : q × p 定数

=⇒

Y ∼ Nq(a+Bµ, BΣB′)i· ·· ∃Z ∼ Nr(0, Ir), ∃A：p× r
　X = µ+AZ, Σ = AA′

このとき、
　 Y = a+BX = a+B(µ+AZ) = (a+Bµ) + (BA)Z
Prop.C12 から
　 Y ∼ Nq(a+Bµ,Φ)
ここに、Φ = (BA)(BA)′ = BAA′B′ = BΣB′

系.（周辺分布）

X =

[
X1

X2

]
q

∼ Np(µ,Σ), µ =

[
µ1

µ2

]
q
, Σ =

[
Σ11 Σ12

Σ21 Σ22

]
q
,

=⇒
　X1 ∼ Nq(µ1,Σ11)

i· ·· p− q

X1 =
[
Iq：O

]
X

Prop.C15. X ∼ Np(µ,Σ) とする。 X =

[
X1

X2

]
と書く。

　X1 X2　⇐⇒　 cov(X1,X2) = O

i· ·· µ =

[
µ1

µ2

]
, Σ =

[
Σ11 Σ12

Σ21 Σ22

]
と書く。

(=⇒)
　 cov(X1,X2) = E(X1 − µ1)(X2 − µ2)

′

　　　　　　 = E(X1 − µ1) · E(X2 − µ2)
′ = O
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(⇐=) r = rankΣ11, s = rankΣ22 とする。
　このとき、rankΣ = r + s

· ·· 　 ∃Z ∼ Nr+s(0, Ir+s),　 ∃A =

[
A1

A2

]
q

p− q
: p× (r + s)

　X = µ+AZ, AA′ = Σ

· ·· 　

{
X1 = µ1 +A1Z

X2 = µ2 +A2Z
　


A1A

′
1 = Σ11

A2A
′
2 = Σ22

A1A
′
2 = Σ12 = O

· ·· 　

{
rankA1 = r

rankA2 = s

よって、A1, A2 の行から、それぞれ r, s個の正規直交ベクトルをとり、それらを行とする行列
P ∈ O(r + s) を作れば

· ·· r s

　 ∃B =
p

[
B1 O

O B2

]
, A = BP

　W =

[
W 1

W 2

]
r

s
:= PZ とすれば、Prop.C10より

　W ∼ Nr+s(0, Ir+s)

· ·· 　W 1 W 2

X = µ+AZ = µ+BPZ = µ+BW

· ·· 　
X1 = µ1 +B1W 1

X2 = µ2 +B2W 2

}

Def.C5　 X1, · · · , Xn　 i.i.d.　 N(0, 1) のとき
　W = X2

1 + · · ·+X2
n

の分布を自由度 n の χ2 分布といい、W ∼ χ2
n で表わす。



統計推測特論（稲葉） 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 No.C12

2021.08.09(月４)

ZOOM

Prop.C16. 　 χ2
n の p.d.f. は

　　　 fn(x) =
1

Γ(
n

2
)2

n
2

x
n
2 −1e−

x
2 　,　 x > 0

Prop.C17.（再生性）

　　 X ∼ χ2
m, Y ∼ χ2

n, X Y 　ならば　 X + Y ∼ χ2
m+n

Prop.C18. 　X ∼ Np(0,Σ), Σ：巾等, rankΣ = r
　ならば 　X ′X ∼ χ2

r

証明：V ′ΣV =

[
Ir O

O O

]

　 Z =

[
Z1

Z2

]
r

p− r
:= V ′X ∼ Np(0, V

′ΣV )

ゆえに

{
Z1 ∼ Nr(0, Ir)

Z2 = 0 (w.p.1)

X ′X = Z ′Z = Z ′
1Z1 ∼ χ2

r

Prop.C19.　X ∼ Np(µ,Σ) , Σ：正則
ならば　 (X − µ)′Σ−1(X − µ) ∼ χ2

p

理由：Z := Σ− 1
2 (X − µ) とする。

　　 Z ∼ Np(0, Ip)

Def.C6.　 X1, · · · , Xn　 i.i.d.　 N(0, 1)

　W = (X1 + µ)2 +X2
2 + · · ·+X2

n

の分布を、自由度 n, 非心母数 (non-central) λ = µ2 の非心 χ2 分布といい、

　　W ∼ χ′2
n,λ 　で表わす。


